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Resumen

Se presenta un modelo de funciéon de produccién de ingenieria para modelar la produccién de
glucosiltransferesa por fermentacion, con el objetivo de determinar la maxima produccién, maxima
productividad y elasticidad unitaria. A los datos del primer DOE publicados por Kawaguti et al.
(2005) se les aplicd el método de regresion estadistica restringida (con R? = 0.981, P<0.001) y
optimizacion restringida en el software Excel® Solver®. Para fermentar, se utilizo melaza de cana
(X1 gL, licor de maiz (X2 gL?) y levadura (Xs gLt) Erwinia Sp. en cantidades identificadas por el
vector de insumos X = (X1, Xz, X3). Para cada combinaciéon éptima seleccionada, los pronosticos para
produccién de glucosiltransferasa, costo por experimento y productividad son: produccion éptima
en (129.39, 72.897, 16.77) con 5.78 UmL-, $0.74 y 7.75 UmL-1$! respectivamente; para productividad
maxima en (118.39, 42,14, 4) con 4.56, $0.31 y 14.48; para productividad optima (elasticidad unitaria
y rendimientos constantes) en (102.44, 36.48, 3.46) con 4.01, $0.27 y 14.73. Los rendimientos de escala
y elasticidad inducen a explorar el vector (102.56, 36.52, 3.47) como centro del préximo disefio
experimental secuencial, tal que en este disefio se logre una mejor aproximacion a los rendimientos
constantes y una productividad 6ptima global.

Palabras clave: funcion de produccion, regresion restringida paso a paso, Excel® Solver®,
elasticidad de la produccion, productividad
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Abstract

An engineering production function model is presented to model the production of
glycosyltransferase by fermentation, to determine the maximum production, maximum productivity
and unit elasticity. To the data of the first DOE published by Kawaguti et al. (2005), the restricted
statistical regression method (with R2 = 0.981, P = 001) and restricted optimization were applied in
the Excel® Solver® software. To ferment, cane molasses (X1 gL-1), corn liquor (X2 gL-!) and yeast (X3
gL") Erwinia Sp. were used. In quantities identified by the input vector X = (X1, X2, X3). For each
selected optimal combination, the forecasts for glucosyltransferase production, cost per experiment
and productivity are: optimal production at (129.39, 72.897, 16.77) with 5.78 UmL-, $0.74 and 7.75
UmL1$ respectively; for maximum productivity in (118.39, 42,14, 4) with 4.56, $0.31 and 14.48; for
optimal productivity (unit elasticity and constant returns) at (102.44, 36.48, 3.46) with 4.01, $0.27 and
14.73 respectively. The returns to scale and elasticity lead us to explore the vector (102.56, 36.52, 3.47)
as the center of the next sequential experimental design, such that this design achieves a better
approximation to constant yields and global optimal productivity.

Keywords: production function, stepwise restricted nonlinear regression, Excel® Solver®,
production elasticity, productivity.

1.Introduccion

La importancia de la funcién de produccién (FDP) radica en la determinacion de las
combinaciones éptimas de insumos que hacen mas eficiente (en términos econémicos, técnicos y de
escala) la obtencion de la producciéon en las empresas. En términos econdmicos, los economistas
buscan la obtencion del menor costo de produccién; en términos técnicos, los ingenieros buscan la
maxima produccion del proceso y en términos de escala, los planificadores buscan el tamafo de
empresa que logra los rendimientos constantes de escala. La primera (FDP) de uso comun es la Cobb-
Douglas (CD) publicada en 1928. Humphrey (1997) reporta que Lord Kelvin publicé una funcion de
produccién de ingenieria (FDPI) en 1882 e indica también que las funciones de produccion algebraica
son anteriores a Cobb-Douglas, ya que al menos 18 economistas de siete paises en un lapso de 160
anos presentaron o describieron tales funciones antes de Cobb-Douglas. Desde esta perspectiva, la
funcion CD y sus sucesores mas recientes representan la culminacion de una larga tradiciéon en lugar
del comienzo de una nueva.

Chenery (1949) reporta que la FDPI describe cada entrada en términos de una o mas de sus
propiedades, que pueden variar independientemente dentro de cierto limite, usando relaciones de
ingenieria descritas por formulas basadas en las leyes de la fisica y quimica, relacionadas con la
naturaleza de la sustancia quimica o transformaciones fisicas que estan involucradas en el proceso
productivo y que el caso mas simple para la construccion de una funcién de produccion seria una en
la que la mano de obra puede tratarse como un factor conjunto con algiin otro insumo, en el que la
ciencia de la ingenieria estd bien desarrollada y en el que las caracteristicas técnicas de uno o unos
pocos procesos principales son un factor determinante en la estructura de costos de la planta o
empresa. Las industrias que parecen acercarse mas a este ideal son las de procesos quimicos, el
refinamiento de materias primas y otras con técnicas estandarizadas y automatizada.

Las FDPI en el acervo cientifico son escasas debido a las relaciones cuantitativas de ingenieria y
economia que deben involucrar para maximizar los beneficios de las empresas, analizando
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simultaneamente cantidades de produccién y costos de producciéon. En una investigacion
documental Wibe (1983) lleva a cabo una revisién de informacién publicada relacionada con
funciones de produccion de ingenieria donde la mayor parte de los trabajos reportan propiedades de
sustitucion, y en menor proporcion se relacionan con propiedades de escala y otras se relacionan con
progreso técnico. Reporta ademads que el aspecto mas interesante de la FDPI es la medicion ingenieril
de la sustitucion de insumos. Wibe (1983) descarta una larga cantidad de publicaciones relacionadas
con la agricultura argumentando no creer que las elasticidades de sustituciéon entre vitaminas y
proteinas en la crianza de pollos pueda ser de interés para los economistas.

La ONU (1978) declara que las FDPI son las mas cercanas para determinar la sustitucion de insumos,
al ser derivadas directamente de las “leyes” que gobiernan los fendmenos fisicos y naturales.
Desafortunadamente las FDPI se han desarrollado solo para unos pocos procesos, el enfoque no es
tan prometedor como se pensaba debido a las complicaciones matematicas al pasar de las relaciones
fisicas a las relaciones econdémicas entre insumos y productos.

Marsden et al. (1974) demuestran que las funciones CD y elasticidad constante de sustitucion (CES)
corresponden a las propiedades fisicas de reacciones quimicas y biologicas generales. A partir de la
estequiometria de reacciones quimicas (Levenspiel, 1999; Davis & Davis, 2003; Fogler, 2016) se
reporta que la tasa de cambio de una reaccién quimica se corresponde con aproximacion a la tasa de
cambio (Ec. 1).

—r, =kCC” (Ec. 1)

donde ra es la tasa de cambio, k es constante de proporcionalidad, Ca y Cg son concentraciones de
reactivos (insumos) A y B respectivamente, a y  son valores proporcionales a las cantidades de
reactivos A y B respectivamente; con orden globalde N = & + /3 . La tasa se puede expresar utilizando

cualquier medida equivalente de la concentracién, como volumen, presion parcial o cantidad de
sustancia. La funcion CD, por tanto, es una aproximacién de FDPI para un proceso quimico y
bioldgico con funciéon matematica monétonamente creciente. En el caso particular del proceso de
fermentacidn, en el cual el microorganismo se estresa si tiene condiciones extremas para realizar su
funcion bioldgica de conversion de reactivos en productos, la funciéon matematica que describe al
proceso es concava, inicia creciente y termina decreciente, evidenciando un maximo global.

Al modelo CD se le han hecho modificaciones para adaptarlo a situaciones especificas de la realidad;
Lee et al. (2017) lo generalizan a seis variables para un proceso agricola de produccion de maiz, arroz
y frijol y asumen que el modelo es una FDPIL. Gechert et al. (2019) reportan que la elasticidad de
sustitucion entre capital y trabajo es un parametro clave en economia porque mide lo facil que es
sustituir un factor de produccion por otro, modificando la combinacién de insumos. La elasticidad
juega un papel fundamental en la teoria del crecimiento econémico. A su vez, Barlow and Vodenska
(2020) proponen un modelo CD dindmico de cascada para investigar el riesgo sistémico del sector
industrial y estudiar el efecto de disrupcion en la economia por pandemia COVID-19. Paredes-
Lizarraga (2020) aplica el modelo CD a la produccién de fenilalanina por fermentacion utilizando
regresion paso a paso con acotamiento de superficie de respuesta para mejorar R2.

En este trabajo se presenta una FDPI que satisfaga simultdneamente las condiciones de FDP del
campo de la economia y un maximo global de productividad.
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Para el proceso general de fermentacion, se proponen en este articulo las Ecs. (2) descritas con las
formas funcionales siguientes:

——

ATIX"[C,+3.C In(d X)) | (Ec. 2a)

Y(X)= ATIX"[C, + .G In(d, - X,) | (Ec. 2b)
Y(X) = h AnX! [[Tin@x,) ] (Ec. 2¢)
| Anx? [[]in@, -x)]' (Ec. 2d)

donde A es un factor de productividad total de la funcién CD, a; son las elasticidades de produccién
de la funcion CD en cada variable con 0< a; <1, las di son constantes positivas, las (diXi)>1 y (d-Xi)>1 y
las Ci son irrestrictas en signo y h=0, 1. Si h=0 las Ecs. (2) se corresponden con la funcién de produccion
de Cobb-Douglas.

En este trabajo se establece hipotéticamente que la aplicacion del modelo de FDPI descrito en las Ecs.
(2) permite estimar las combinaciones Optimas de insumos que maximizan la produccién, la
productividad, la elasticidad de la produccion y la escala del experimento. Por tanto, el objetivo de
este trabajo consiste en determinar:

1. La forma funcional de la Ec. (2) con la combinaciéon de insumos que hace maxima la
produccién de glucosiltransferasa por fermentacién, utilizando regresién paso a paso.

2. La combinacién de insumos que hace maxima la productividad del proceso de
glucosiltransferasa por fermentacion, utilizando la FDPI estimada en el objetivo anterior.

3. El éptimo global de productividad por aplicacion del analisis de rendimientos de escala y
elasticidad de la produccién.

2. Materiales y Métodos

Esta investigacion es cuantitativa y aplicada, consisti6 en el remodelado de un disefio
experimental (DE) para determinar la superficie de respuesta utilizando el método estadistico
matematico; también es correlacional o comparativa porque se contrasto el resultado obtenido con
los modelos de FDPI y de segundo orden; es explicativa porque se pronosticaron los resultados ante
cambios en las cantidades de insumos, fundamentados en las tasas de cambio del modelo FDPI.

2.1 Materiales

Los datos para este trabajo se tomaron del estudio publicado por Kawaguti et al. (2005) quienes
realizaron un disefio experimental de tres variables y superficie de respuesta en la produccion de
glucosiltranferasa por fermentacion. En este estudio, a los datos originales se les aplico regresion
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estadistica restringida en el software Excel® Solver® (2016) y programacion en macros Excel® para
obtener el modelo de predicciéon de la funcién de produccion con la forma funcional de las Ecs. (2).

2.2 Procedimientos de tratamiento de datos y ajustes de modelos

Para el ajuste de la FDPI expresada en las Ecs. (2), a los datos del estudio publicado por Kawaguti
et al. (2005) se les aplican los métodos de regresion estadistica restringida, regresion paso a paso
(stepwise) y optimizacion restringida con Excel® Solver®, como se describe en Paredes-Lizarraga
(2020).

2.2.1. Determinacion y seleccion del mejor modelo de regresion

En la Ec. (3) se describe el modelo de programacidon matematica para obtener los coeficientes del
modelo seleccionado. A partir de los 17 datos originales del DOE se corre el modelo y se determinan
los valores de R? y MSE resultantes; para mejorar el modelo se elimina uno y solo uno dato del DE,
acotando la superficie de respuesta, y se determinan los nuevos valores de R? y MSE, el proceso
termina al encontrar el mejor valor de MSE. Para fines explicativos, la deduccién de modelos se
ejemplifica con la variante de la Ec.(2d)

min Y i = 3 [[ ATIX? In(d, - X)) |- Y} (Ec. 3)

Sujeto a O<a<l, di-Xi>1, A>0

Donde u?son los errores cuadraticos de la estimacion, aleatorios, independientes y normalmente
distribuidos, resto de variables definidas previamente en Ecs. (2).

Los modelos de optimizacion, al estar sujetos a restricciones, se programan en Excel®
Solver® y macros Solver® para asi encontrar la combinacién de coeficientes ai que minimizan los
errores cuadraticos.

2.2.2. Optimizacion fisica del modelo

En la Ec. (4), conocidos los coeficientes del modelo de FDP], se presenta el modelo de optimizacion
restringida (aplicando Solver®) para encontrar el vector de insumos X= (X1, X2, X3) que permite
obtener la mayor produccion tedrica, con el modelo

maxY =[ ATIX! In(d, - X,)| (Ec. 4)

Sujeto a Xi min < Xi < Xi max

Donde Xi min es el valor menor del insumo Xien el DE; Xi max es el valor mayor del insumo Xi en el
DE, resto de variables definidas previamente en Ecs. (2).

2.2.3 Optimizacidon econémica del modelo

En la Ec. (5), conocidos los coeficientes del modelo de FDP], se presenta el modelo de optimizacion
restringida (aplicando Solver®) para encontrar el vector de insumos X=(Xi, X, Xs) que permite
obtener la mayor productividad tedrica, con el modelo
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[ ANX In(d, - X)) |

SXP

Sujeto a Ximin < Xi < Ximax

max PT = (Ec. 5)

Donde PT es productividad, Pi es el precio unitario del insumo X;, resto de variables definidas
previamente en Ecs. (2).

2.2.4 Rendimientos de escala, elasticidad de la produccion y productividad

Una propiedad importante de la FDP es el rendimiento de escala. El rendimiento de escala determina
la proporcion en que cambia la cantidad de produccion cuando cambia en cierta proporcion la
cantidad de insumos, indicando relaciones de productividad. Los rendimientos constantes implican
un costo marginal constante, mientras que los rendimientos decrecientes implican un costo marginal
que aumenta con cada unidad producida. Como resultado, si los rendimientos a escala disminuyen
de constante a decreciente, el costo marginal de la tltima unidad excederia el costo promedio de
todas las unidades producidas, reduciendo el margen de beneficio y la productividad; aumentos en
el costo marginal de producciéon obligan al establecimiento a cobrar un precio mas alto. Las
desviaciones de los rendimientos constantes a escala implican que el tamafio del establecimiento
afecta su productividad (Ho et al; 2017). Una industria caracterizada por rendimientos crecientes, una
empresa con una ventaja inicial puede aumentar su produccién y disminuir sus costos promedio
mucho mas rapidamente que los competidores que recién comienzan la produccion (Gilpin & Rusik,
2001). Por este motivo es importante determinar la combinaciéon de insumos que maximiza el
beneficio de la empresa, lo cual implica atender y entender las relaciones econdmicas de los
rendimientos de escala en los procesos de produccioén.

La elasticidad de la produccion relaciona la tasa de cambio de la produccion con la tasa de cambio de
los insumos, indicando relaciones de productividad. Para toda FDP la derivada es positiva y
decreciente, lo cual implica que cuando X es pequefio, la tasa de cambio en Y es mas grande que la
tasa de cambio en X, logrando elasticidades, rendimientos crecientes y mejora de la productividad.
Teorema. Sea la funciéon de produccion Y(X) transformada tal que al incrementar el vector de
insumos en un escalar lambda (A) mayor que uno se obtiene Y(A, X) = RTS(A, X) Y(X) donde RTS(A,
X) es la funcion de rendimientos de escala. La elasticidad de la produccion esta directamente asociada
a los rendimientos de escala tal que rendimientos crecientes estan asociados a elasticidades de
produccion y rendimientos decrecientes estan asociados con inelasticidades de produccion.

AY  Y(AX)=Y(X) [RTS]Y(X)-Y(X)

Y oYXy Y (X) _RTS-1
BTAX T T X=X X — X B (Ee. ©)
X X X

Donde exes la elasticidad de la produccion por los insumos, AY/Y es el cambio porcentual en la
produccion, AX/X es el cambio porcentual (en valor fisico o econémico) del vector de insumos.
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La generalizacidn de este teorema plantea la oportunidad de explorar la aplicacion del analisis de
elasticidad a otros modelos, como el de superficie de respuesta aplicada en DOEs.

3. Resultados y discusion

Para este articulo se utilizaron los datos del primer disefio experimental publicado por Kawaguti
et al. (2005), en el cual utilizaron X: gl-! de melaza de cafia de azucar (Saccharum officinarum), Xz gL
de licor de maiz (Zea mays) fermentado y Xs gL' de levadura Erwinia Sp. para producir
glucosiltransferasa por fermentacion aplicando regresion polinomial de segundo orden a un disefio
factorial central compuesto de 17 corridas con tres factores (k=3; corridas: 2k +2k+k) con correlacion
global (R?=0.8) y Cuadrado Medio del Error (CME=MSE=0.51). Identificando las cantidades de
insumos aplicados en cada corrida utilizando una notacion vectorial para el vector de insumos X=
(X1, Xz, X3), Kawaguti ef al. (2005), en el tercer DOE secuencial, llegan a la combinacién éptima (100,
60, 8) con la cual obtuvieron 6,65 U mL! de glucosiltransferasa, valorado con el modelo de segundo
orden. A los 17 tratamientos originales del primer disefio experimental, indicados en la tabla 1, se les
aplico regresion estadistica paso a paso bajo los modelos descritos en las Ecs. (2) eliminando un dato
a la vez para mejorar paso a paso el estadistico R? y MSE de cada modelo.

3.1 Determinacion y seleccion del mejor modelo de regresion

En la tabla 2 se reportan los resultados de las regresiones estadisticas de las cuatro variantes de
modelo. Cada regresion inicia con los 17 datos de la tabla 1 y termina cuando se alcanza el menor
cuadrado del error (CME 6 MSE). El modelo de la Ec. (2a) es 6ptimo con 11 de los 17 datos de la tabla
1; el modelo de la Ec. (2b) es optimo con 12 de los 17 datos de la tabla 1; el modelo de la Ec. (2c) es
optimo con 9 de los 17 datos de la tabla 1 y el modelo de la Ec. (2d) es éptimo con 8 de los 17 datos
de la tabla 1.

Comparando los resultados de la tabla 2 se puede observar que las cuatro variantes de FDPI
propuestas tienen mejores indicadores de R?2 y MSE que el modelo polinomial de segundo orden
utilizado por Kawaguti et al. (2005).

De las cuatro variantes de FDPI, el mejor modelo de regresion es el descrito en la Ec. (2d) e indicado
en la tabla 2 con MSE = 0.046, con el cual se trabajo el proceso de optimizacion y todos los apartados
siguientes. Este mejor modelo se corresponde con la Ec. (3).

Los datos seleccionados para la regresion y los resultados de prondstico con el modelo de la Ec. (2d)
se muestran en la Tabla 3. En la columna 6 se indican los valores pronosticados de glucosltransferasa.
El modelo correlaciona con R? =0.981 y valor P<0.001. Los coeficientes se indican en la tabla 4.
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Tabla 1. Matriz experimental del primer disefio central compuesto utilizado por Kawaguti et al.
Table 1. Experimental matrix of the First composite central design data used by Kawaguti et al.

Melaza Licor Levadura Glucosil
No. Exp. (gL?) (gL (gL Transferasa
(X2 X2 (Xs) (UmL?)

1 70.24 42.14 7.23 3.5

2 129.76 42.14 7.23 4.46

3 70.24 77.86 7.23 3.67

4 129.76 77.86 7.23 5.28

5 70.24 42.14 16.77 3.49

6 129.76 42.14 16.77 5.32

7 70.24 77.86 16.77 3.78

8 129.76 77.86 16.77 0.53

9 50 60 12 3.27

10 150 60 12 1.43

11 100 30 12 4.92

12 100 90 12 3.19

13 100 60 4 5.73

14 100 60 20 5.731

15 100 60 12 4.97

16 100 60 12 5.1

17 100 60 12 5.4

Referencia: (Kawaguti ef al.,2005) con permiso del Autor.
Source: (Kawaguti et al.,2005) with Author permission

Tabla 2. Modelos bajo estudio y comparacién por MSE
Table 2. Models under study and MSE comparison

Modelo (Ec) R? N SST SSE GL MSE
A ITXiMNai [Coty.Ci In(diXi)] 0.978 11 7.915 0.169 2 0.085
A ITXi"ai [Cot Y. Ci In(di-Xi)] 0.935 12 10.31 0.663 3 0.221
A TTIX"ai [T In(diXi)] 0.927 9 6.396 0.463 3 0.154
A ITXi"ai [T1 In(di -Xi)] 0.981 8 4.99 0.092 2 0.046

Comparacion de modelos. El modelo polinomial de segundo orden para tres factores requiere de
9 estimadores estadisticos para variables mas el término constante y requiere de al menos 10 datos
independientes para el proceso de regresion, mientras que el modelo de FPDI de la Ec. (2d) requiere
de 6 estimadores estadisticos para variables mas el término constante y requiere de al menos 7
datos independientes por lo cual ofrece la ventaja de elegir en la regresion a los datos con menores
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Tabla 3. Datos seleccionados para la regresion y pronostico estimado. Y*
Table 3. Selected data for regression and estimated forecast. Y*

No. Melaza Licor Levadura Glucosil Valor
Exper. (gLY) (gLY) (gL Transferasa  Estimado
(X1) (X2) (Xs) (UmL") (Y*)(U mL")

1 70.24 42.14 7.23 3.5 3.354

3 70.24 77.86 7.23 3.67 3.673

4 129.76 77.86 7.23 5.28 5.369

5 70.24 42.14 16.77 3.49 3.6

6 129.76 42.14 16.77 5.32 5.263

7 70.24 77.86 16.77 3.78 3.942

15 100 60 12 4.97 4,952

16 100 60 12 5.1 4,952

Referencia: Calculos del Autor. R>=0.981 con valor p<0.001
Source: Author’s calculations. R>=0.981 with p value<0.001

valores de cuadrados medios del error (acotando la superficie de respuesta del DE) para mejorar la
correlacion global del modelo (R2). En términos estadisticos, el modelo FDPI aqui expuesto es mejor
que el modelo polinomial porque tiene mejor valor de R? (0.981 contra 0.8) y mejor valor de MSE
(0.046 contra 0.51).

3.2 Optimizacidn fisica del modelo

Una vez conocidos los parametros de la FDPI, se procede a optimizar los resultados del
proceso de produccion de glucosltransferasa, aplicando el modelo de la Ec. (4) y respetando
el rango de variacién permitido a cada variable independiente Xi como se indican en los
renglones 2 y 3 de la tabla 5, a fin de no extrapolar resultados y mantener el proceso dentro
de las fronteras del experimento. En la tabla 5 se muestran los resultados comparativos de
los procesos de optimizacion fisica y econdmica, obtenidos por Solver©.

Tabla 4. Coeficientes de regresion ajustados para el modelo de la Ec. (2d).
Table 4. Adjusted regression’s coefficients for Ec. (2d) model.

Coeficiente Valor ajustado Coeficiente Valor ajustado
A 0.00008

a 0.999 d1 167.2679

a 0.38879 dz 121.2

as 0.09197 ds 268.62262

Solver realiza busquedas metddicas de valores ideales para cada Xi tal que se obtiene el mayor valor
de la variable dependiente. En la tabla 5 se reportan los resultados del proceso de optimizacion
restringida de la produccion, y la productividad asociada a cada vector de insumos.
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Para obtener la productividad asociada a cada vector de insumos, en la tabla 5 se indican los precios
en dolares para cada insumo, consultados con proveedores especializados: $1 Kg'! para melaza
(consultado en alibaba.com), $2 Kg! para licor (consultado en quiminet.com) y $28 kg ! para levadura
(consultado en mercadlibre.com). Con estos precios y las cantidades de cada Xi se calcula el costo
total de operacion de cada experimento, indicado en la columna 6 de la tabla 5, y se calcula la
productividad reportada en la columna 7 de la tabla 5. En la columna 8 se reporta el costo unitario
por experimento estimado por U mL~ de glucosiltransferasa.

En el renglon 4 se indican los valores 6ptimos reportados por Kawaguti et al. (2005) en su publicacién
original (100. 60, 8) con la cual reporta que (en el tercer DOE secuencial) obtuvieron 6.65 U mL" de
glucosiltransferasa con el modelo de segundo orden pero que medido con el modelo de FDPI se
pronosticaron 4.35 U mL- de producto, con un costo de $0.444 por corrida, productividad de 9.8 y
costo unitario por experimento de 0.10 $mLU-.

En el renglén 5 se describe la cantidad de insumos a aplicar para obtener la maxima produccion fisica,
respetando el modelo de la Ec. (4), tal que con el vector de insumos (129.39, 72.897, 16.77) se
pronostican 5.78 U mL! de glucosiltransferasa a un costo de $0.74 por corrida, lo cual nos da una
productividad de 7.76 U exper $'mL! y un costo unitario por experimento de 0.12 $mLU"! de
glucosiltransferasa.

Una empresa con enfoque de produccion operaria con el vector de insumos (129.39, 72.897, 16.77)
para producir 5.78 U mL! de glucosltransferasa y obtener una productividad de 7.76 U exper $'mL-
1 a pesar de incurrir en mayor costo unitario por experimento de produccién (0.12 $mLU") de
glucosiltransferasa. Con la descripcion del maximo fisico se cumple con el objetivo 1 planteado.

3.3 Optimizacidon econémica del modelo

En el rengldn 6 se describe la cantidad de insumos a aplicar para obtener la maxima productividad,

respetando el modelo de la Ec. (5), tal que con el vector de insumos (118.39, 42,14, 4) con el cual se
pronostica una produccion de 4.56 U mL-! de glucosiltransferasa a un costo de $0.31 por corrida lo
cual nos da una productividad de 14.49 U exper $'mL! y un costo unitario por experimento de 0.06
$mLU" de glucosiltransferasa.
Una empresa con enfoque de productividad operaria en el vector de insumos (118.32, 42,14, 4) para
producir 4.56 U mL* de glucosltransferasa y obtener una productividad de 14.49 U exper $'mL! y
costo unitario por experimento de 0.06 $mLU-L. En condiciones de igualdad, una empresa con
informacion analitica del 6ptimo fisico y 6ptimo econémico preferira operar en el dptimo econémico
para maximizar sus beneficios, al disminuir su costo de produccion (Gilpin & Rusik, 2001; Ho et al.
2017).

3.4 Rendimientos de escala, elasticidad de la produccion y productividad

Dada la funcion definida por las Ecs. (2), los resultados de multiplicar cada modelo por el escalar
A se reportan en la tabla 6, evidenciando que los rendimientos de la FDPI dependen de los valores de
los insumos, a diferencia de la funciéon de produccion de Cobb-Douglas (CD) en la cual los
rendimientos de la funcién no dependen del valor de los insumos. Los rendimientos de la FDPI
permiten optimizar la escala del experimento o tamafio de la empresa, permitiendo transitar de
rendimientos decrecientes a crecientes y viceversa, como lo describen Ho et al. (2017).
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Tabla 5. Tabla comparativa de resultados de optimizacidn fisica y econémica.
Table 5. Comparative table of economics and physical optimization results.

Indicadores Melaza Licor Levadura Valor Costo C PT= Costo
De (gL (gLY) (gLY) Estimado (USD Exp) Y*/C Unitario
optimizacion  (Xy) (X2) (Xs) (Y*)(U mL") P (C/Y?)
US/unit 0.001 0.002 0.028

Xi min 70.24 42.14 7.23

Xi max 129.76 77.86 16.77

Optimo 100 60 8 4.348 0.444 9.7941 0.1

Max Q 129.76 72.8699 16.77 5.779 0.745 7.7566  0.12
Max PT 118.317721 42.14 4 4.557 0.314 14.4866 0.06

En general, el operador A transforma la funcion original tal que Y(A, X) = RTS(A, X) Y(X)

donde RTS(A, X) es la funcién de rendimientos de escala, que se reportan en la columna 2 de
la tabla 6.

Para estimar los rendimientos de la FDPI de la Ec. (2) es mas practico utilizar la equivalencia
de rendimientos de la Ec. (6) que las deducciones particulares de RTS (A, X) indicadas en la
columna 2 de la tabla 6. En la tabla 7 se reportan las estimaciones de elasticidades a diferentes
intensidades de uso de los insumos.

Tabla 6. La FDPI y calculo de rendimientos RTS (ﬂ , X)
Table 6. FDPI and returns calculus RTS (ﬂ, , X)

Y(X) RTS (A, X)

In AZC,
C, +>_C;In(d; X,)

ATTX [CO +>_C, In(d, xi)} A% |1+

A% [C, +2C, In(d, — 2X,)]

ATTX {cﬁZCi In(d, —xi)}
C, + >.C, In(d; — X;)

AT ([T )] ]

ATX, [T1(0, - X,)] i)

A partir de la maxima productividad del modelo, indicada en la tabla 5 con los valores del vector
optimo de insumos (118.32, 42.14, 4) con los cuales se obtiene la produccién de 4.56 U mL?! de
glucosiltransferasa con un costo total de insumos de 31 centavos y una productividad de 14.48 U
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exper $'mL! (A=1); Si aumentamos en 0.1% los insumos (A=1.001), la produccién aumenta
marginalmente y la productividad baja marginalmente. Cambiar la operacion del proceso de A=1 a
A=1.001 baja la productividad, disminuye los rendimientos y genera inelasticidad en la produccién,
como se evidencia en los renglones 1y 2 de la tabla 7.

Si utilizamos un valor A=0.8658 los valores del vector de insumos son (102.44, 36.48, 3.46) con los
cuales se obtiene la produccion de 4.01 U mL- de glucosiltransferasa con un costo total de insumos
de 27 centavos y una productividad de 14.73 U exper $'mL- y costo unitario de 0.065 $mLU-' de
glucosiltransferasa; si aumentamos marginalmente los insumos, aplicando A=0.8668, la tasa de
cambio de la produccién es igual a la tasa de cambio de los insumos (0.0011) como se indica en las
columnas 8 y 9 de la tabla 7, la productividad se mantiene constante y la elasticidad es unitaria,
evidenciando rendimientos constantes de escala, como se evidencia en los renglones 3 y 4 de la tabla
7. De esta manera, la elasticidad de la producciéon nos permite llegar al optimo global de
productividad; cumpliendo asi el objetivo 3 planteado.

Por otra parte, si utilizamos un valor A=0.8558 y aumentamos el vector en A=0.8568, la tasa de cambio
de la produccion es mayor a la tasa de cambio de los insumos, la produccidn es elastica, evidenciando
rendimientos crecientes de escala. Aumentos en el vector de insumos generan aumentos en la
productividad, como se evidencia en los renglones 5 y 6 de la tabla 7.

Tabla 7. Relaciones de A con los rendimientos, productividad y elasticidad.
Table 7. A relations with returns to scale, productivity and elasticity.

) Valor
Lambda N([;]lj;a Idgllcﬁ;‘ Le(vgaL(il)lra Estimado (C[?;:; PT= Cambio Cambio elasticidad
A Y*)(U mL- Y*/C %AY* %AC
Yo o o U™ bger ° °
1 118.317 42.14 4 4.55747 0.3146  14.487

1.001 118.436  42.182 4.004 4.5608 0.3149 14.483 0.00073 0.00101 0.7306
0.8658 102.44  36.485  3.4632 4.0127 0.2724 14.732

0.8668  102.558 36.527  3.4672 4.0173 0.2727 14.732 0.00115 0.00115 1
0.8558  101.256 36.063  3.4232 3.9663 0.2692 14.731

0.8568 101.374 36.106  3.4272 3.9707 0.2695 14.731 0.00118 0.00116 1.0172

En general, se corresponden las relaciones siguientes: a producciéon con elasticidad unitaria le
corresponden rendimientos constantes y maxima productividad global; a produccién inelastica le
corresponde rendimientos decrecientes y productividad subdptima; a producciéon elastica le
corresponde rendimientos crecientes y productividad suboptima. La teoria econémica sostiene que
a medida que la escala fisica de produccion aumenta, el proceso de produccion exhibira primero
rendimientos crecientes a escala, seguida de rendimientos constantes a escala, y finalmente
rendimientos decrecientes a escala (Dollery et al; 2007).

Thayaparan & Neruja (2021) también confirman las relaciones de eficiencia y rendimientos al

analizar la eficiencia de120 predios agricolas donde encontraron que 112 de ellos estaban operando
con rendimientos crecientes a escala, lo que significa que la mayoria de los cultivadores de arroz
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estaban operando en una regién preoptima de la frontera de produccién. Solo uno de los
agricultores produjo arroz con rendimientos decrecientes a escala, lo que indica que oper6 en una
region postoptima de la frontera de produccion. Los restantes 7 agricultores operaron con
rendimientos constantes, encontrandose en la region dptima de la frontera de produccion.

Los resultados de elasticidad, rendimientos y eficiencia obtenidos son concordantes con otros
estudios realizados por Giilbiten y Taymaz (2000) quienes analizan la industria de manufactura de
diversos paises, comparada con la industria turca y encuentran que los rendimientos a escala no son
un factor importante para explicar el diferencial de productividad entre establecimientos pequefios
y grandes, pero que el tamano de la planta es uno de los principales determinantes de la eficiencia.

La tabla 7 evidencia el tamarfio de la planta con el tamafo del vector, determinado por A. Shehu y
Mshelia (2007), quienes analizaron la eficiencia técnica de 180 pequefias granjas y encontraron que el
95% de los granjeros operaron en la etapa I de produccion con retornos de escala de 1.06. Esto indica
que los granjeros fueron ineficientes en la asignacion y uso de los insumos productivos. Los granjeros
podrian mejorar la productividad aumentando la cantidad de insumos.

En consecuencia, se deduce que para alcanzar la maxima eficiencia y productividad del proceso
conviene explorar la operacion en el vector de insumos (102.56, 36.52, 3.47) como centro del proximo
disefno experimental secuencial, tal que en este disefio experimental se logre una mejor aproximacion
a los rendimientos constantes.

4. Conclusiones

Con el modelo FDPI propuesto en este trabajo se estimaron las combinaciones 6ptimas de insumos
que maximizan la produccion, la productividad, la elasticidad de la produccion y la escala del
experimento, cumpliendo los objetivos planteados. A los datos del primer DOE publicados por
Kawaguti se les aplicod regresion estadistica restringida y optimizacion restringida en el software
Excel con los resultados que se describen. La produccion éptima se localiza en el vector de insumos
(129.39, 72.897, 16.77) con el cual se pronostican 5.78 U mL- de glucosiltransferasa a un costo de $0.74
por corrida, lo cual nos da una productividad de 7.76 U exper $'mL-. La productividad maxima se
localiza en el vector de insumos (118.39, 42.14, 4) con el cual se pronostica una produccion de 4.56 U
mL- de glucosiltransferasa a un costo de $0.31 por corrida lo cual nos da una productividad de 14.49
U exper $'mL!. La escala Optima del experimento, en la cual la elasticidad es unitaria y los
rendimientos son constantes, se localiza en el vector de insumos (102.44, 36.48, 3.46) con el cual se
pronostica una produccion de 4.01 U mL" de glucosiltransferasa con un costo total de insumos de 27
centavos por experimento, lo cual nos da una productividad de 14.73 U exper $'mL. La funcién de
produccion tiene rendimientos decrecientes si el vector de insumos es proporcionalmente mayor que
el vector (102.5, 36.5, 3.47), y rendimientos crecientes si el vector de insumos es proporcionalmente
menor. Asi, la intensidad de uso de los insumos permite transitar de rendimientos crecientes a
rendimientos decrecientes y viceversa. Una empresa con enfoque de produccion operaria con el
vector de insumos (129.39, 72.897, 16.77) para producir 5.78 U mL* de glucosltransferasa y obtener
una productividad de 7.76 a pesar de incurrir en mayor costo unitario de produccion (0.12 $mLU);
mientras que una empresa con enfoque de productividad operaria en el vector (118.39, 42,14, 4) para
producir 4.56 U mL de glucosltransferasa y obtener una productividad de 14.49 U exper $'mL"y
costo unitario de 0.06 $mLU-". El analisis de los rendimientos y elasticidad de la produccion refieren
que para alcanzar la maxima eficiencia y productividad del proceso conviene explorar la operacion
en el vector de coordenadas (102.56, 36.52, 3.47) como centro del proximo disefio experimental
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secuencial, tal que en este disefio se logre una mejor aproximacion a los rendimientos constantes y
una productividad éptima global de 14.732

La generalizacion del teorema de elasticidad plantea la oportunidad de explorar la aplicacion del
analisis de elasticidad a otros modelos, como el de superficie de respuesta aplicada en DOEs.
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Nomenclatura

%AC Cambio porcentual en costo

%AY Cambio porcentual en la variable dependiente

AX Incremento en la variable independiente (insumo)
AY Incremento en variable dependiente, produccion)

CD Funcion de Produccién de Cobb-Douglas

CES Funcion de Produccién Constant Elasticity of Substitution
CME=MSE Cuadrado Medio del Error, Mean Square Error

DE Disefno Experimental

DOE Diseno de Experimentos, Design of Experiments

FDP Funcién de Producciéon

FDPI Funcion de Produccién de Ingenieria

ONU Organizacion de las Naciones Unidas

RTS(AX) Funcién de Rendimientos de Escala, Returns To Scale
A Multiplicador escalar

R2 Coeficiente de correlacion global

Xi Cantidad de insumo i utilizado en el DOE
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